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Points fixes attractifs

._‘— ——— " - | s - — — - ———
Proposition 10,6 Sowent [ une fonction numénigue défime sur un intervalle

I et un point fire de [ appartenant & 1. S [ est dérivable enl avec |f'(1)] < 1,
on dit que I est un point fire attmctif. Il eriste alors un réel o strictement positif

6?(:1( ?d/

tel que :
Tonte sutte (i )nen de la forme

g €l = ol ¥ af,
Vn e N, Uy = [(1y).

est définie et converye vers l.

Preuve. On considére une application f définie sur un intervalle I, l € ; un point
fixe attractif de f, c'est-d-dire f(I) =l et |f'(1)]<1.Ona

16— | 0.

Soit r un réel appartenant A l'intervalle ]|f/(1)], 1[. Il existe un réel strictement
positif a tel que

lim

=y

l —a,l +alC I,
et !

vt €)l —a,l+a[\{l}, lf—gt)_—;—l <
L'intervalle ]l — a, ! + af est stable par 'application f car

vt e)l — a,l +a, o<|ft) =l <rlt-l<ra<a.

Toute suite de la forme
uo €l —a,l +al,

est donc bien définie. D'autre part,
VneN, lunsr =il = £(un) = Q)] < rlum = 1.

Par une récurrence évidente, on obtient
vneN, |un—I <r"luo—Il

On en déduit que la suite (un)nen €st convergente vers l

Points fixes répulsifs
Proposition 10.7 Soient f une fonction numérique déﬁm'e sur un intervalle

[ & valeurs dans I et | un point fize de [ appartenant d l Si [ est dérivable
en L avee |f'()| > 1, on dit que l est un point fize répulsif. Si une suite de la

forme

{ ug €1
YneN,  unpr = f(ua).

est convergente vers ce point fize répulsif I, alors elle est stationnaire. Si, de
plus, application [ est injective alors elle est constante.




Preuve. On considére une application f définie sur un intervalle I A valeurs dans
I, l(e ;) un point fixe répulsif de f, c’est-d-dire f(I) =let |f'(I)) >1.Ona

101,
B =1

lim
t—l

Soit r un réel appartenant A l'intervalle 1, |f’(1)|[. T existe un réel strictement
positif a tel que
l—al+alCT,
et
t)—1

vt €l — a1 +a[\({l}, |£(t_?7| >r.
Donc,

VtE]l-avl+a[) If(f)—”ZTIt—”

On suppose la suite (4,)nen convergente vers L. Il exite un entier naturel n,
vérifiant
Vn>ng, |up—I|<a.

En conséquence,

Va2ng, st — 1| = |f(un) = F()] 2 rlun 1]
Par une récurrence évidente, on obtient
Vn2>no, |un—12r"""un, —1|.
Le réel r étant strictement supérieur & 1, la suite (%, )nen D€ peut étre convergente
vers | que si
luﬂo - ll =0.
Ainsi,
n>ng, up=1L.
La suite (un)nen est stationnaire.
Si l'application f est injective, alors I'application f™ est également injective. De
f™(u0) = uny =1 = f(1),
on déduit que ug = 1. &
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Lecon 2{F: Equations différantielles linéaires d’ordre 2 :
x”’(t)+a(t)x’(t)+b(t)x=c(t) ou a, b et c sont des fonctlons contlnues surR. a

valeurs réelles ou complexes.

Développement : Méthode variation des constantes + exemple
Maths tout en un MPSI (partie I) + Dantzer (Partie2)

I. Equations du second ordre a coefficients constants :

1) Résolution de I'équation homogéne :
Proposition de I'équation caractensthue '
Cas complexe

Cas réel _
2)Reésolution de I'équation avec second membre

a)Utilisation d'une solution évidente (exemple)

b)Cas d'une fonction pdlynéme : proposition

c)Cas d'une fonction exponentielle polynéme : proposition
d)Principe du superposition + cas exp(covctQ(t)+sinvtQ(t))

Il. Cas général :

1) Systéme du premier ordre équivalent : P

Ecriture matricielle ‘ .

2) Probléeme de Cauchy

3) Solutions de I'équation homogéne

Prop :L'espace des solutions du systéme homogéne est de dlmenSIon 2
Déf : le Wronskien

Prop du wronskien

4) Résolution de I'équation homogéne :
a partir d'une solution ne s'annulant pas sur | par la Méthode ds |a variation de la

constante OU recherche d'une solution développable en série entigre -
5) Résolution de I'équation avec second membre : X

Prop : Espace affine des solutions
Prop : méthode de variation des constantes

»
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Legon 237 : Variables“aléatoires possédant une densnte Exemples.

Développement : A/gwlle de Buffon
66 lecons + Probas & stats

l. Généralités : . |
Définition de la densité + fonction de repartmon o
Espérance d'une variable a densité + propnetes ’

- Moments d’'ordre n'+ propriétée .

Variance d’'une variable a densité + proprletes _

Formule de Koerug Huygens

Il. Exemples-de varlables aleatoures possedant une densité :
1) Loi uniforme : ‘

Définition + Fonction de repartltlon +E+V

2) Loi exponertielle :

Définition + Fonction de répartition + E + V '
Propriété P(X>s + t/X>t) = P(X>s) ’
3) Loi normale centrée réduite : : Ct

Définition + Fonction de répartition + E + V

Définition loi normale de paramétres m et sigma + propriété pour se ramener a la loi
normale centrée réduite + espérance et variance de cette loi

[ll. Cas de deux variables a densité :

1) Indépendance de deux variables a densitée :

- Théoreme de la densité du couple (X ;Y) si X et Y indépendantes
2)Densité d’'une somme de deux variables & densité :

Théoreme du produit de’ convolution

IV. Inéqgalités :
1) Inégalité de Markov
2) Inéqalité de Bienaymé Tchébychev

V. L’aiquille de'Buffon : .
Exercice + résolution




